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Problema 1

Potriviti dreptele y; = az; si y; = az; + b in sensul celor mai mici patrate pentru perechile de

puncte din setul de date {(x;,y;)}:

{(0,1), (1,2), (2,2)}.

Determinati a si (a,b) si suma péatratelor reziduurilor pentru:
3
. 9 2
minimizeaza (yi — ax;)”.
a
i=1
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minimibzeazé (yi — (az; +b))>.
a
’ i=1

Solutie.
Vom nota vectorii:

Problema noastra devine:
minimizeaza ||y — ax|)3.
a

Solutia folosind ecuatiile normale este:
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Erorile noastre sunt:
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Observati ca r*x = 0.
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Vom nota vectorul si matricea:
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minimizeaza ||y — X 13- (10)
a,b b_

Solutia folosind ecuatiile normale este:
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Eroarea totala este:
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Observati ci r’ X = 031, din nou. Observati si faptul ca reziduul a scizut semnificativ.

Problema 2
11 0

Se dau matricea A = |1 0| si vectorul b= |1 (de discutat putin de ce se schimba notatia).
0 1 1

1. Aplicati Gram-Schmidt pentru a scrie A = QR, cu Q € R3*2 avand coloane ortonormate.
Folositi QR pentru a obtine solutia de cele mai mici patrate x*.

2. Calculati factorizarea QR cu reflector Householder A = QR, cu Q € R3*? avand coloane
ortonormate. Folositi QR pentru a obtine solutia de cele mai mici patrate x*.
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Solutie. Aplicati Gram-Schmidt pe coloanele a; = 1|, az = |0f:
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Prin urmare . .
V2 VB Non
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Q= |45 5/6 ,R=Q A_[() \éé] (17)
0 %
Solutia celor mai mici patrate se obtine din Rx = Q”b. Calculam
1
Qb = H . (18)
V6
Substitutie inversa:
V6 1 1 1 1 1 1
— Xy =— == 2 —ry=— =2 -=1 = . 1
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x* = [1§3] . (20)

Realizam factorizarea A = QR cu reflectori Householder si apoi calculam solutia celor mai mici
pitrate din Rx = QTb.

1
Pasul 1. Eliminam toate elementele sub-diagonale de pe prima coloana. Pentrua; = |1],
0

lasl = V2. Alegem
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Pasul 2. Elimindm toate elementele sub-diagonale de pe a doua coloand. Consideram

R, cullz] = /3§ = 4.

_\V2
subvectorul din a doua coloana z = [ 12

Ludm vo =z — ae;, unde a = —sign(z1)||z|| = @, si reflectorul
R vov T - L 2
Hy=I, - 252 =| ¥ V3| (23)
V5 Vo \/5 1
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11 inglobsm in R3*3 si obtinem:
1 0 0
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H,= [0 -5 /3 (24)
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Atunci R = HyA() este superior triunghiular (pe primii doi randuri/coloane):
1
—/2 v
R=| ¢ @ : (25)
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Pentru ca reflectorii sunt simetrici si ortogonali, avem Q = H;Hy, iar Q7 = HoH;.
Pentru solutia problemei celor mai mici patrate vom calcula.
_ 1
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y=Qb=HHb=| L | (26)
?
iar sistemul ce trebuie rezolvat este:
— L 1
0 gl [ %
Din a doua ecuatie: @xz = % = T9 = % = % Din prima: —v2x1 — %;@ = —% =
2x1+$2:1$x1:%.
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Observatie: semnele diagonalei lui R pot fi facute pozitive printr-o alegere echivalentd a reflecto-
rilor; solutia LS raméne aceeasi.

Problema 3

Pentru un A € R™*" general:

(a) Aratati ca reziduul de celor mai mici patrate r = b — Ax* este ortogonal pe toate coloanele
matricei A, adicd ATr = 0,,;.

(b) Calculati proiectorul ortogonal P pe coloanele matricei A si folositi-l pentru a obtine
vectorul ajustat b = Pb.

(c) Verificati ca P = PT si P? = P.



Solutie. (a) Pornim de la formula solutiei x* = (ATA)"*ATb. Apoi avem:

r=b— Ax* (20)
=b—-AATA) AL
Ca sa verificam daca reziduul este orthogonal pe coloanele matrice vom calcula:
ATr = ATb — ATAATA)'ATb = ATb — ATb = 0,,5.;. (30)

(b) Vectorul b = Ax* = A(ATA)"tATb este vectorul din spatiul matrice A ca este cel mai
aproape de vectorul b. Deci P = A(ATA)~'AT este matricea de proiectie pe spatiul coloanelor
matricei A.

(c) Din constructie P este simetric si idempotent; se poate verifica direct ca PT = P si
P?=P.

Problema 4
Cu aceleasi A si b din Problema 2, calculati solutia ridge se noteaza
x, = argmin | Ax — b|}3 + Allx[3 (31)

Gasiti x), ca formula, si comparati cu solutia clasica la problema celor mai mici patrate
(solutia ne-regularizata).

Solutie. Ecuatiile normale ridge:

(ATA + \D)x, = ATb. (32)
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AcumATA:[ ],ATb:[].
1 2 1
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Prin urmare: \
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pentru ca (2+A)2—1= A+ 1)(A+3).

. o 1 .
Solutia celor mai mica pétrate standard este xo = % [1] (obtinutd la A = 0).

2
Predictia by = Ax} = )\TL?) . Regularizarea micsoreaza continuu norma lui x pe masura ce
A+3
A — o0.
Problema 5

Luéand in considerare modelul regresiei liniare simple unde y; = 8o + f12; + &; cu € € N(0,02),
calculati regresia liniard pentru setul de date de la punctul 1. Dar pentru

{(1,5), (2,7), (3,9), (4,11)}. (35)



Solutie. Intai s& analizam cazul general in care avem un set de date de dimensiune N:

{(xlayl)v (l’g,yg),..., (xvaN)}' (36)

. Forma vectoriala este

Y =Bo+ /X +e (37)

unde zgomotul € este independent de variabila X. Calculam expectanta
E[Y] = po+ A EX] + E[e] = fo + 1E[X] (38)
si covarianta

Cov(X,Y) =Cov(X, [y + 51X +¢) = BpCov(X,1) + 51Cov(X,X) + Cov(X, ¢) (39)

—_———
=0, indep.
=> (z:i— EX])) (1 - E[1))" + 1Var(X) = B1Var(X) (40)
: ———
=0, scalar
Rezolvam sistemul prin substitutie si obtinem
Cov(X,Y)
=— =FE|Y|-B5EX 41
b Var(X) Bo = E[Y] - 1 E[X] (41)

Intorcandu-ne la problema noastrd putem calcula rapid expectanta, covarianta si varianta:

1 N
Mz = E[X] = g sz (42)
1 z;l
py = E[Y] = n Zyz (43)
Nz—l
gz = Var(X,X) = Z(x — E[X])? (44)
1&1
szy = Cov(X,X) = (2 — E[X])(y; — E[Y)) (45)
=1
(46)

Iar predictorii sunt calculati drept

B =2 Bo = py — i (47)

Szx

de unde calculam modelul regresiei liniare ¢ = ﬁo + le astfel incit atunci cAnd primim un punct
de test z raspunsul modelului devine §, = By + S12.



